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INTEGRALES ET PRIMITIVES 



I. Primitives : 



1°) Definition : 

Definition : 

Soit / une fonction continue sur un intervalle I. On appelle primitive de / sur /, toute fonction F derivable sur /, dont la 
derivee est f 

On note F' =/ ou F\x) =/ (x) 

Exemple : 

La fonction / definie sur IR par / (x) = 2x a pour primitive F definie sur IR par F(x) = x 2 . 

En effet F est derivable sur IR et on a F'(x) = 2x = /(x). 

On aurait pu choisir F definie sur IR par F(x) = x 2 + 5 ou F(x) = x 2 - y ou plus generalement, si k est une constante 
reelle, F(pc) = x 2 + k. Une fonction n'a pas une seule primitive. 

2°) Proprietes : 

Theoreme : 

Si / est une fonction continue sur un intervalle / et si a appartient a /, alors la fonction cp : x i — > J / ( t ) d t est une 

a 

primitive de / sur I. (pour tout x de I, cp’ (x) =/ (x) ) 



Preuve : (ROC : on demontre le theoreme precedent dans le cas ou / est continue et croissante sur /.) 
Soit x 0 un reel de / et h un reel tel que x 0 + h est dans I. 

x 0 +h x 0 a x 0 +h x 0 +h 

cp(xo + h)-cp(x 0 )= J f{t)dt - j f{t)dt = j f{t)dt + J f{t)dt= J f{t)dt 

Cl Cl X() Cl x 0 

• si h > 0 ;/ (.Xu) F f(t) F f (x n + h) car / est croissante) 

x„+h 

done, d'apres l'inegalite de la moyenne / (x 0 ) X h < J f{t)dt < f(x 0 + h)Xh 

x 0 

• Si h < 0 ;/(xo + h) < / (t) < / (xo) car / est croissante) 

x 0 +h 



done, d'apres l'inegalite de la moyenne / (x 0 + h) X h F S f{t)dt F f(xo) X h 



or, comme / est continue en xo , /( x „ + h) = y ( X( q 



done / ( x 0 ) 






<p(x Q +h)-cp(x 0 ) 

h 






f(x 0 +h) ou f(x 0 +h) 






<P(xp + /i)-(p(x 0 ) 
h 






f{x 0 ) suivant le signe de h. 



D'apres le theoreme des gendarmes on arrive a lim 



cp(x 0 + /z)-cp(x 0 ) 
h =f( x o) 



On en deduit alors que cp est derivable en xo et que cp’ (xo) =/ (xo). 



Theoreme : 



• Toute fonction continue sur / admet une infinite de primitives sur I. 

• Si F est l’une d’elles, alors l’ensemble des primitives de / sur / est l’ensemble des fonctions G telles que G= F + k 
(ou k est une constante). 

Demonstration : 

Soit F est une primitive de / on peut verifier que (F + k)' = F' + k' = F' + 0 = F' =/ done F + k est une primitive de/ 

Soit G est une autre primitive de / On definit H= G — F ; on a sans probleme H'= G' — F' =/-/= 0. H' est nulle sur I 
done H est constante, e’est a dire G — F = k, ou encore G = F + k. 

Theoreme 

Si / est une fonction continue sur un intervalle I, et si a e I, la fonction F definie sur I par : F(x) = J f{t)d t est 

a 

l'unique primitive de/ s'annulant en a. 

Preuve 

Existence : Le theoreme precedent prouve bien que F(x) = J f (t)dt est une primitive de / 

a 

a 

DeplusF(a)= J f{t)dt =0. 

a 

Unicite : Supposons qu'il existe une autre fonction G, primitive de / s'annulant en a. On a F' = f et G' = f done 
(F - G) } = 0 done F - G = k done F = G + k. Comme F(a) = G(a) = 0, on trouve k = 0 done F = G d'ou l'unicite. 

Remarque : 

En fait, on pourrait enoncer le theoreme comme ceci : 

Si / est une fonction continue sur un intervalle I, a un reel de / et [3 un reel, alors il existe une unique primitive F de/ 
sur / telle que F (a) = ji. 

x 

II suffit en effet de prendre F(x) = J / (t ) d t + /? . 

a 

Exemple : 

Sur IR, l’ensemble des primitives de / telle que / (x) = sin (x) est l'ensemble des fonctions de la forme 
F(x) = -cos (x) + Cou C est une constante reelle. Pour determiner la primitive F de/ telle que F (n) = 2 il suffit d'ecrire 
F(n) = -cos (tt) + C = 2, ce qui nous pennet de deduire que C = 1 . L'unique primitive F de/ telle que F (rr) = 2 est done 
F(x) = -cos (x) + 1 . 



II. Integrates et primitives : 

Propriety 

b 

Si / est une fonction continue sur un intervalle /, alors pour tous reels a et b dans I, on a : J f(t ) d t = F{b) - F(a) ou 

a 

F est une primitive de / sur I. 

Preuve : 

x b a b 

Nous avons vu que cp : x i-> J/(/d? est une primitive de / c p{b) - ip(a) = j f(t)dt S f{t)dt S f{t)dt 

a a a a 

De plus, nous avons vu que les primitives de / different entre elles d'une constante, done quelle que soit F une autre 
primitive de/ F = cp + k oil k est un reel. 

b 

Done F(b) - F{a) = (c p(b) +k) - (c p(a) + k) = c p(b) - ( p(a) = J f(t)dt 



b 

Nous avons done bien J f{t)dt = F(b ) - F(a) quelle que soit F primitive de / 

a 



Remarque : 

On note aussi F(b) - F{a) = [F(t)f a qui se lit : « F(t) pris entre a ct h ». 



Exemples : 

4 
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III. Formulaires : 



1°) Tableau des primitives usuelles : 

On deduit du tableau des derivees usuelles le tableau suivant : 



Fonction f 


Une primitive F 


f (x) = k (constante) 


F(x) = kx 


f{x)=x 


F(x) = jx 2 


fix) = x 2 


F(x) = jx 3 


fix) = x" (n e IN) 


f m= „ii /+1 


fix) = ~ in e IN, n >1) 


i 

F (X)= ( n- 1 

[n— l)x 


m- - x 


F(x) = In x 


1 

/(*)= ~r 

Vx 


Fix) =2 fx 


fix) = F 


F(x) = e x 


fix) = cos (x) 


F(x) = sin (x) 


f (x) = sin (x) 


F(x) = - cos (x) 



A 



Ces deux lignes peuvent se resumer en une seule : 



Fonction f 


Une primitive F 


fix) = X" in e Z\{-1}) 





Attention toutefois au domaine de definition, si n + -2,/et F 
ne sont defmies que sur IR . 



2°t Primitives de fonctions composees usuelles : 



On deduit des derivees des fonctions composees usuelles le tableau suivant : 



Si/ est de la forme ... 


avec u derivable sur /telle que ... 


alors une primitive F est de la forme ... 


«"«’(« eZ\{-l}) 


u ne s’annule pas sur I quand n + -2 


1 

n + 1 


n+ 1 

u 


u ' 

A“ 

u 


u ne s’annule pas sur / 


- 


1 

u 


u ' 
sill 


u > 0 sur I 


if u 


u ' 


(i) u > 0 sur / 


(i) In u 


Dans tous les cas 


u 


(ii) u < 0 sur / 


(ii) In (-«) 


in |u| 


u’e" 




e 


U 


u ’ sin iu) 




-cos iu) 


u ’ cos fu) 




sin (u) 



III. Integration par parties : 

Propriety : 

Si u et v sont deux fonctions derivables sur un intervalle I (a G I, b e I), telles que u’ e tv’ soient continues sur /, 
alors : 

b b 

J u{t)Xv'(t)dt = [u(t)Xv(t)f a - J u'(t)Xv(t)dt 

a a 

Preuve : 

D’apres la formule : (mv)’ = u’v + uV done : uv ’ = (uv)’ - uv 

b b b 

En integrant temie a terme : J u(t)Xv '{t)dt J (u(t)Xv(t)] 'dt J u '{t)Xv(t)dt 

a a a 

Remarque : 

On n'utilise cette methode de calcul que lorsque la primitive de u'v est plus facile a trouver que celle de uv'. 
Exemple : 

7T b 

J^sin/d/= J u(t)Xv '(t)A.t avec u {t) = t et v' {t) = sin t ; done u' (t) = 1 et v (t) = -cos t. 

0 a 

TT TT n 

Onadonc J £snUd£ = J u(t)Xv ' (t)&t = [w(O x vU)]o _ J u r (t)Xv{t)dt 
0 0 0 

TT 

= [— £Xcos/]q - J— cos^d/ 

0 

7T 

= [— fXcostJg + J cost dr 

o 

= [-tXcost]” + [sin 
= — ttcos tt + 0 X cos 0 + sin tt - sin 0 = tt 



IV. Applications : 

1°) Aire d'un domaine compris entre deux courbes : 

Soient /et g deux fonctions continues telles quc /(x) g(x) sur l'intervalle [a ; /;]. 

L'aire algebrique du domaine delimite par les courbes Q et Q et les droites d'equations x = a et x = b est 

b 

^ = J f g{x)-f{x))dx. 

a 

2°) Calcul de volumes : 

Dans l'espace muni du repere orthogonal ( O , i , j , k ) , l'unite de volume est le volume du pave droit construit a partir 
des points O, I, J et K avec 01 — i , OJ = j et OK =k ■ Soit E un solide limite par les plans d'equations z = a et z = b 
avec a < b. 

Si l'intersection de E avec un plan de cote z est une surface dont l'aire est donnee par S(z), alors le volume de E est 

b 

V=J s{z)dz. 

a 



